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              Логика развития древнеегипетского числа

                                                      В.И.Моисеев.

Тема настоящего исследования – развитие представления о рациональном положительном числе преимущественно на материале древнеегипетской математики. Мы предполагаем изложить ниже оригинальную модель такого развития, используя понятие ментального многообразия, введенного автором в работах [1,2]. В связи с этим, мы остановимся вначале на основных определениях, связанных с конструкцией ментального многообразия. После определения ментального многообразия мы излагаем необходимые историко-математические факты и затем переходим к их обобщению и более формальному представлению в терминах некоторого специального вида ментального многообразия. В плане исторического материала мы опираемся на [3].

Под «ментальным многообразием» мы понимаем некоторую математическую структуру, особенно хорошо приспособленную, с нашей точки зрения, для более строгого выражения идей развития. В основном определении это достаточно простая структура, предполагающая в своем задании три множества и одно специальное отображение. Упомянутые три множества названы множествами «модусов», «моделей» и «мод». Это основные понятия в теории развития, выраженные только более специфическими терминами. Именно, развитие рассматривается нами как проявление какой-либо развивающейся сущности в той или иной системе условий. Таким образом, есть то, что (или кто) развивается («субъект развития»), есть этапы развития субъекта, представляющие из себя формы проявления субъекта, и, наконец, каждый этап развития может быть рассмотрен как сторона (аспект, момент) субъекта развития, выявляемая субъектом в той или иной системе условий. Итак, идея развития всегда предполагает триаду «субъект развития – этап развития – условия развития». Каждый этап развития может быть представлен как условное бытие субъекта развития, как «субъект-при-некотором-условии». Таким образом, последовательность этапов в развитии - это последовательность условных форм бытия единого субъекта развития. Если через А обозначить субъекта развития, через В1, В2, …, ВN какие-то системы условий развития, определяющие этапы развития, то сами этапы можно было бы представить как последовательность А(В1, А(В2, …, А(ВN, где А(В означает «А-при-условии-В», условных форм существования субъекта развития. В логическом плане субъект развития мы называем «модусом», условия развития – «моделями», условные формы бытия А(В субъекта как этапы его развития – «модами». «Мода» А(В образуется как результат действия некоторой операции «проецирования» (. Таков смысл понятий «модус», «модель» и «мода» по отношению к идее развития. 

В общем случае философия, по нашему мнению, достаточно регулярно использует следующие логические конструкции. Вводится, во-первых, некоторое начало Х, и, во-вторых, некоторое множество элементов У1, У2, …, Уn рассматривается как множество «сторон», «аспектов», «мод» начала Х, образованных как условные виды бытия Х – как существования Х при некоторых условиях Z1, Z2, …, Zn. Таким образом, каждое Уi – это «Х-при-некотором-условии-Zi», i=1,2,..,n. Тем самым происходит возведение множества из независимых друг от друга элементов Уi к «усовершенному» или «преображенному» множеству «мод» «Х-при-некотором-условии-Zi», в котором все ранее независимые начала оказываются сторонами-аспектами единого «высшего» начала Х. Такого рода ментальную технику можно рассматривать как наиболее общее выражение различных частных процедур синтеза, столь характерных именно для философского знания. В качестве примеров подобной техники можно, например, указать на метод философского познания первоначал бытия (идей), описываемый Платоном в диалоге «Парменид», на представление определенностей как модусов и атрибутов субстанции в философии Спинозы, этапов развития абсолютной идеи в философии Гегеля, предикаций сущего в философии всеединства у В.С.Соловьева, и т.д. Такие процедуры «возведения к единству» присущи не только монистической традиции философии, но и разного рода плюралистическим направлениям (элементаризм Эпикура и Анаксагора, дуализм Декарта, и т.д.). В этом случае синтез выражается в возведении множества начал У1, У2, …, Уn не к одному основанию, но к множеству подобных оснований – Х1, Х2, …, Хm. Здесь синтетичность выражается в существенном уменьшении разнообразия оснований по сравнению с разнообразием возводимых к единству начал (m<n).

Обобщая подобного рода синтетические техники, мы вводим понятие особой математической структуры – «ментального многообразия». Начала Х1, Х2, …, Хm, к которым происходит возведение, мы называем «модусами», те системы условий Z1, Z2, …, Zn, при которых проявляют себя модусы как конкретные начала, мы называем «моделями», а сами конкретные начала У1, У2, …, Уn, представленные как условное бытие какого-либо модуса Хj, j=1,2,…,m, при какой-либо модели Zi, мы называем «модами», и обозначаем их как Хj(Zi – «Хj-при-некотором-условии-Zi». Операцию ( мы называем операцией «проецирования», рассматривая моды как своего рода «проекции» модусов в моделях. Ниже дается более строгое определение ментального многообразия в терминах теоретико-множественного подхода.

Определение. Ментальным многообразием будем называть четверку

                                    (  =   <М1,М2,М3,(>,    где

М1 -  непустое множество объектов, называемых “модусами”,

М2 -  непустое множество объектов, называемых “моделями”,

М3 -  непустое множество объектов, называемых “модами”,

( -  операция проецирования.

Будем обозначать элементы М1 через М, элементы М2 – через m, элементы М3 – через (. 

Для каждого модуса М введем множества:

               М2(М) – множество моделей (подмножество М2), поставленных в соответствие модусу М (множество моделей модуса М),

               М3(М) – множество мод (подмножество М3) модуса М.

В этом случае операцию проецирования ( будем понимать как множество биективных отображений (М: {М}(М2(М)(М3(М), т.е элементы М3(М) – это в точности множество элементов вида (М(М,m) = М(Мm, где m( М2(М). Положим: М(m=М(Мm, где m(М2(М).

Т.о. каждая мода ( может быть представлена в виде М(m – «модус М при условии модели m» («проекция модуса М в рамках модели m»).

Положим, что М2 – это объединение М2(М) по всем М(М1, М3 – объединение М3(М) по всем М(М1.

Для каждой модели m могут быть определены множества М3(m) – множество мод вида М(m, где варьирует переменная М, и М1(m) – множество модусов с ненулевым пересечением множеств  М2(М) и {m}(возможен подход, при котором модус ( отождествляется с множеством М3((), модель m – с множеством М3(m)). Мы полагаем также, что для каждого М3(m) определено отношение эквивалентности =m – «равенство в модели m».

Пару <М,М3(М)> будем называть полнотой (определения) модуса М и обозначать через (М (это модус вместе со своими модами).

Пару <m,М3(m)> будем называть полнотой (определения) модели m и обозначать через (m (это модель вместе со своими модами).

Как, например, для топологий в математике, возможны в общем случае различные классы ментальных многообразий, выделяемые из общего определения наложением некоторых дополнительных условий на общее определение.

Если для каждого модуса М определено некоторое непустое подмножество “канонических моделей М”, М2К(М), множества М2(М), то такое ментальное многообразие будем называть каноническим (идея “каноничности” модели может быть проинтерпретирована как условия моделирования модуса, наиболее адекватно выражающие природу этого модуса с той или иной точки зрения. В общем случае эта интерпретация зависит от конкретного вида ментального многообразия, и в рамках формальных определений мы только отмечаем такую возможность). Моду М(m, где m(М2К(М), будем в этом случае называть К-статусом модуса М, а канонические модели (К-модели) для модуса М в этом случае будем обозначать через mМ.

Если множество М2К(М) состоит из одного элемента для каждого модуса М, то такое ментальное многообразие будем называть 1-каноническим 

Монадические ментальные многообразия – ментальные многообразия с одним модусом.

Полиадические – с более чем одним модусом.

Ментальное многообразие будем называть регулярным, если оно 1-каноническое, М2(М)=М2 для любого модуса М, и между модусами и их К-моделями установлена биекция.

Если на М3(m) введено отношение порядка для каждой модели m, m*=mМ* (т.е. m* – это К-модель для модуса М*), и выполнено свойство М(m*(М*(m* для любого модуса М (где равенство понимается в смысле равенства в модели m*), то такое ментальное многообразие будем называть ментальным многообразием с каноническим доминированием (это означает, что множество мод М(m* в модели m* оказываются подчиненными канонической моде М*(m*, т.е. эта мода доминирует относительно введенного порядка). Если М(m*=М*(m* (здесь имеется в виду равенство в модели m*), то будем говорить, что модус М дан в L-статусе в модели m*. В противном случае, т.е., если М(m* < М*(m*, будем говорить, что модус М дан в М-статусе в модели m*. Ясно, что если модус дан в К-статусе в модели m (в рамках ментального многобразия с каноническим доминированием), то он дан в L-статусе в этой модели. L- и М-статусы будем называть R-статусами.

Если дано ментальное многообразие с каноническим доминированием и, кроме того, на модусах определено отношение порядка и выполнено свойство:

                           М1 < М2  (   М1(m1 = М2(m1, где m1 – это К-модель для модуса М1 и равенство понимается как равенство в модели m1, то такое ментальное многообразие будем называть экранирующим ментальным многообразием (здесь модусы М2, большие некоторого модуса М1, «экранируются» его модой М1(m1 в его канонической модели m1, т.е. их моды М2(m1 в этой модели m1 как бы замещаются его модой М1(m1).

Если на модусах и модах каждой модели введены булевы алгебры (и соответствующие отношения нестрогого порядка, согласованные с булевой алгеброй и отношением эквивалентности на множествах мод модели), причем, существует естественный изоморфизм указанных булевых алгебр: выполнены свойства 

     ((1 ( (2 )((3  = (1((3  (  (2((3,

       где (1, (2, (3 - любые три модуса,

       ( - операции пересечения (() или объединения ((), и

      ((()((’  =  (((((’),

то такие ментальные многообразия можно называть правильными булевыми.

Например, ментальное многообразие, на основе которого можно интерпретировать логико-философские идеи русской философии всеединства, можно определить как регулярное, правильное булево и экранирующее ментальное многообразие с каноническим доминированием (см.[1,2]). Такого рода ментальные многообразия можно называть ментальными многообразиями со всеединством. Можно предполагать, что ментальные многообразия со всеединством являются достаточно распространенными для различных философских традиций. Ниже мы рассмотрим развитие идеи числа с точки зрения некоторого специального случая ментального многообразия, используя данные выше определения.

Обратимся вначале к изложению основных фактов развития идеи положительного рационального числа в древнеегипетской математике, как они представлены в [3].

Древние египтяне использовали непозиционную систему счисления, применяя различные символы для чисел, например,   |    -  один,    ( -  десять,  и т.д., группируя эти символы вместе для изображения какого-либо числа. Например, ||| - это три, |||| ( - четырнадцать, || ( ( - двадцать два (читать надо справа налево), и т.д. В этом случае сложение чисел есть просто группировка всех символов из двух суммируемых чисел и замена соответствующего числа символов более низкого порядка на символ более высокого порядка, например, сложить ||||| (пять) и ||||||| (семь) – это значит получить |||||||||||| (двенадцать), но так как |||||||||| (десять) – это (, то ||||||||||||  заменяется на || (. Ряд натуральных чисел не был бесконечным, как у нас. Существовало наибольшее число М. Например, во времена Древнего царства (3000-2000 до н.э.) это было число 100 000. В связи со всеми этими особенностями мы будем говорить о феномене египетского числа («е-числа») как особой стадии развития рациональных чисел. Далее мы будем использовать привычные для нас обозначения натуральных чисел, предполагая эти обозначения как сокращения для египетской записи натурального числа. 

Совершенно своеобразным является умножение двух натуральных чисел у египтян. Например, чтобы умножить 11 на 12, т.е. найти 11·12, древние египтяне составляли таблицу для 11 такого вида:

	      1


	     11

	      2


	     22

	    \ 4


	     44

	    \ 8


	     88


Левый столбец (у египтян - правый) этой таблицы образует последовательные удвоения, начиная с единицы. Правый столбец (у египтян - левый) – это последовательные удвоения, начиная с умножаемого числа, т.е. с 11. Далее в левом столбце отмечаются те числа, которые в сумме дают множитель, т.е. 12. Это 4 и 8 (они выделяются черточкой). Теперь, чтобы найти результат умножения, складывают те числа в правом столбце, которые стоят напротив выделенных чисел левого столбца, - это 44 и 88. Так получают 132. Таким образом, умножение сводится к удвоению и сложению. Но удвоение не обязательно. Для достижения более быстрого счета могут применять удесятирение или упятерение, например, при умножении 16·16 (№6 Кахунского папируса – см.[3,с.23]):

	   \ 1


	     16

	   \ 10


	    160

	   \ 5


	     80


Б.Л. ван дер Варден пишет: «Этот египетский способ умножения является основой всей техники счета. Он должен быть очень древним, однако в этой форме он удержался до эллинистической эпохи и в греческих школах назывался «египетским счетом»» [3,с.24]. Мы будем называть описанный способ умножения «египетским умножением» (сокращенно: «е-умножение»). Общая форма е-умножения может быть представлена в следующем виде. Если требуется египетски умножить число а на число b (обозначим это в виде «а ·e b»), то для числа а составляется таблица

	     1


	     a

	     c1      


	 с1(a)

	     c2

	 с2(a)

	     c3

	 с3(a) 

	      :

      .
	     :     

     .

	     cN

	 сN(a)


Здесь через сi(а), i=1,2,…,N, мы обозначаем е-умножение сi ·e а, нахождение результата которого легче, чем а ·e b. С этой точки зрения умножение сi ·e а  есть более элементарная операция, чем а ·e b, и может быть обозначена как своего рода оператор сi(а), непосредственно (в рамках таблицы для а ·e b) дающий значение сi ·e а  на основе значения а. Чаще всего в качестве такого оператора выступает удвоение, но при накоплении опыта счета в качестве подобных операторов могли выступать и другие случаи е-умножения (например, удесятерение, упятерение, и т.д.). Оператор сi(а) – это свернутая в единственный акт перехода от а к сi ·e а  операция. В случае удвоения это операция простого удвоения символов числа (чисто знаковая операция), в более общем случае оператором становится какой-либо часто используемый случай е-умножения, в котором уже опускаются все промежуточные стадии вычисления и осуществляется непосредственный переход от исходных данных к результату.

Левый столбец таблицы составляется таким образом, чтобы, по возможности, при минимальном N образовать такой набор операторов сi, сумма которых даст множитель b. Такие операторы выделяются черточкой, и окончательный результат е-умножения получается как сумма тех чисел из правого столбца, которые стоят напротив выделенных операторов в левом столбце. Таким образом, умножение а ·e b раскладывается на сумму операторных е-умножений сi(а) (для выделенных операторов сi), что упрощает процедуру только при том условии, если операторные умножения сi(а) проще е-умножения а ·e b.

На тех же принципах строилось и деление у древних египтян. Чтобы разделить, например, 1120 на 80 (№69 папируса Ринда – см. [3,c.24]), египтяне строили такую таблицу: 

	     1


	     80

	   \ 10


	     800

	      2


	     160

	    \ 4


	     320


Но, в отличие от е-умножения, исходным теперь был правый столбец (у египтян - левый), - в нем искали такие числа, которые в сумме дают делимое, т.е. 1120 (это числа 800 и 320), и напротив этих чисел отмечали соответствующие им операторы из левого столбца (числа 10 и 4). Сумма этих выделенных операторов и давала частное (в нашем примере 14), - в том случае, конечно, если это было целочисленное деление двух натуральных чисел. Такого рода деление можно называть «египетским (целочисленным) делением» (сокращенно: «е-деление») и обозначать а :е b.

Итак, чтобы найти а :е b, строится таблица
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В таблице выбираются такие числа сi(b), которые в сумме дают а. Операторы сi напротив таких чисел выделяются, и частное получается как сумма выделенных операторов.

Если деление не было целочисленным, то древние египтяне прибегали к дробям. У них был ограниченный запас дробей. Это главным образом основные дроби, т.е. дроби с числителем единица: ½, ¼, и т.д., вплоть до некоторого наименьшего числа m (возможно, что m=1/М, но указаний на это у Б.Л. ван дер Вардена автор не нашел), и были еще отдельно выделены две дроби 2/3 и ¾ (все эти дроби будем называть базисными дробями). Следуя Нейгебауэру, будем писать 
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 вместо 1/n, 
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 - вместо 2/3 и 
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 - вместо ¾. Практика вычислений приводила в этом случае к суммам дробей, которые не всегда могли быть представлены одной базисной дробью или натуральным числом с одной базисной дробью. Поэтому суммы дробей вида 
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 (или натуральных чисел с дробями) были в древнеегипетской арифметике относительно независимыми объектами. Такие суммы пытались свести различными преобразованиями к суммам из небольшого числа базисных дробей (обычно двух или трех), для чего использовались разного рода таблицы (см. [3,c.26-33]). Использование дробей в качестве операторов в таблицах для е-деления позволило расширить возможности деления. Рассмотрим некоторые примеры.

Пример №24 из папируса Ринда (см. [3,c.29]) – случай деления 19 на 8:
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В правом столбце в сумме дают 19 числа 16, 2 и 1. Им соответствуют числа 2, 
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 и 
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 в левом столбце. Сумма этих чисел, т.е. 2 + 
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+ 
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 и дает частное от е-деления 19 на 8. Сумма дробей  
[image: image19.wmf]4

 + 
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, т.е. ¼ + 1/8, - это 3/8. У древних египтян не было такой дроби как базисной дроби, поэтому она могла быть выражена только как сумма базисных дробей, например, как 
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 + 
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. 

В этом случае мы видим, что в качестве операторов (элементов левого столбца) начинают выступать базисные дроби.

В дальнейшем процедура е-деления пополняется еще одной техникой, которая наконец позволяет теперь уже окончательно найти любое частное от деления любых е-чисел. Это техника вычислений с «красными вспомогательными числами» [3,c.33-37]. Рассмотрим ее вначале на примере.

Рассмотрим пример е-деления 2 на 31 из папируса Ринда (см. [3,c.33]):
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Б.Л.ван дер Варден комментирует это е-деление таким образом, что вначале получают операторное е-умножение 
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(31)=3+
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 (оно опущено в таблице), отсюда затем получают операторное е-умножение 
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(31) как 
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. Чтобы теперь окончательно е-разделить 2 на 31, нужно найти такой оператор с, чтобы с(31) давал дополнение 1+
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 до 2. Таким именно оператором является е-число 
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, т.к. 2–(1+
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(31)= 
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(31)= 
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. Если найдены 
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 (т.е. дополнение 1+
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+
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 до 2), то 
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 и 
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 находятся без труда – на основе е-умножений 4 на 31 и 5 на 31 соотв. Итак, главное – найти дополнение 1+
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 до 2 (или, что то же самое, найти дополнение 
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 до 1), т.е. 
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, но как именно египетский счетчик нашел эти числа 
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 и 
[image: image64.wmf]5

? 

Процедура е-деления начинает применять технику дополнения некоторой суммы базисных дробей, меньших единицы, до единицы. Б.Л.ван дер Варден пишет о такого рода задаче: «Это – задача, которая постоянно встречается при египетских делениях. В вышеприведенном делении 2 : 31 нужно было дополнить сумму 
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+
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 до 1; решение 
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 отнюдь не очевидно. Поэтому не следует удивляться, что подобного рода дополнения специально разбираются в папирусе Ринда» [3,c.34]. Для решения задачи дополнения используется следующее правило: “Когда труднообозримую сумму дробей нужно сравнить с другой суммой или дополнить ее до 1, то наименьшую дробь берут в качестве новой единицы и выражают через нее все остальные дроби. Или еще проще и практичнее: Переход от заданных величин к вспомогательным числам совершается при помощи умножения на наибольший знаменатель…, а обратный процесс – при помощи деления на этот знаменатель” [3,c.35]. Например, чтобы найти дополнение в нашем примере 
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+
[image: image70.wmf]20

 до 1, нужно вначале числа 
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, 
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 и 1 умножить на 20 – получим 10, 1 и 20 (вот эти числа и называются «красными вспомогательными», т.к. они выделялись красным цветом). Теперь дополнение 
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+
[image: image74.wmf]20

 до 1 заменяется дополнением 10+1 до 20 – это 9. Наконец, 9 делится на 20 – получаем 9/20, т.е. ¼+1/5. Это е-число 
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 + 
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. «Вычисления со вспомогательными числами составляют вершину и последний шаг египетской техники счета. При помощи этого метода вычисления можно произвести любое деление, независимо от его сложности» [3,c.35].

Похожий принцип применяется и в так называемом вычислении «аха». Вот что о нем пишет Б.Л. ван дер Варден: «Египетское слово «h», которое ранее неправильно выговаривалось как «хау», а в настоящее время немного менее неправильно «аха», обозначает «количество, множество».

Вычисление «аха» приблизительно соответствует нашим уравненниям первой степени с одним неизвестным. Простой пример дает задача №26 Ринда (папируса Ринда – В.М.):

«Количество и его четвертая часть дают вместе 15». Египетское решение начинается так: «Считай с 4; от них ты должен взять четверть, а именно 1; вместе 5».

Затем производится деление 15:5=3 и в заключение умножение 4(3=12. Требуемое «количество» будет, таким образом, 12, его четверть 3, сумма 15

Примененный метод является, очевидно, методом ложного положения; начинают с того, что в качестве «количества» берут некоторое произвольное число, в нашем случае 4, для которого легко вычислить четвертую часть. Четыре и четвертая часть 4 дают вместе 5, однако, результат должен равняться 15, следовательно, взятое «количество» следует еще умножить на 15:3=5» [3,с.37].

Таковы основные известные нам этапы развития древнеегипетской арифметики. Б.Л. ван дер Варден суммирует это развитие следующим образом: «Вначале египтяне, как и все народы, располагали известным небольшим запасом целых чисел, вполне удовлетворявшим их в нуждах обыденной жизни, и также ограниченным количеством «натуральных» дробей: ½, 1/3, 2/3, ¼, ¾, 1/6, 1/8. Однако, эта первобытная стадия счета принадлежит предыстории; история счетной техники начинается с расширением этого первоначального запаса чисел в обоих направлениях (т.е. и для натуральных чисел и для дробей – В.М.)… Египетский счетчик мыслит, по существу, аддитивно, при помощи сложения. Дроби он пишет в виде сумм основных дробей (вернее, базисных дробей – В.М.). Умножение представляет для него род сложения… Из умножения возникло само собой деление, которое всегда является задачей, обратной умножению. Но деление требует, однако, вычислений с дробями; таким образом, деление повело к дальнейшему развитию вычислений, появились действия с дробями… Теперь стали возможны все более и более сложные вычисления, для которых потребовался последующий контроль и понадобился способ сравнения сумм основных дробей; и, в частности, нужно было научиться дополнять эти суммы до единицы. Эта потребность заставила ввести счет со вспомогательными числами. При их помощи можно было выполнить любое деление, решить каждую задачу «аха», как бы хитро ни была она поставлена» [3,c.40-41].

Наша цель состоит в том, чтобы пойти дальше на пути осмысления основных этапов развития е-числа. Мы попытаемся не просто обобщить ряд этапов такого развития, как это делает Б.Л. ван дер Варден и другие историки математики, но продемонстрировать идеи математики истории математики на примере развития е-числа. Подобно тому, как расширение математики на логику математики привело к созданию метаматематики как математики логики математики, аналогичное расширение математики на собственное развитие должно повести к созданию своего рода генетической математики. Развитие структур есть также структура, и история процесса выявляет подобного рода структуры развития. Принятый на сегодня в истории математики и других точных науках финалистический метод во многом предполагает лишение самостоятельности промежуточных этапов развития той или иной структуры, рассмотрение их как только частей существующей сегодня развитой (“финальной”) структуры. В дополнение к этому методу, несомненно имеющему свои положительные стороны, может быть развит метод органический, рассматривающий промежуточные этапы эволюции структуры как относительно самодостаточные и замкнутые, обладающие своей внутренней логикой. Такого рода программа генетической математики должна быть подкреплена примерами соответствующих структур, которые также можно называть генетическими. Структура “ментальное многообразие” является для нас одним из наиболее важных примеров подобного рода генетических математических структур. Ниже мы предлагаем пример трактовки истории развития египетского числа в рамках одновременно и более органической и более строгой методологии, активно использующей конструкции ментального многообразия. Вначале мы опишем отдельные составляющие некоторого специального случая ментального многообразия, в рамках которого будет представлена эволюция е-числа, затем мы дадим окончательное определение этой генетической структуры и сделаем ряд общих замечаний.

Своего рода ключом к древнеегипетской арифметике является, по нашему мнению, “совершенно своеобразное”, как пишет Б.Л. ван дер Варден, умножение древних египтян. Как было показано выше, при е-умножении а ·e b числа а на число b строится таблица для числа а (умножаемого), в которой самому числу а (в правом столбце) сопоставляется единица (в левом столбце), а произведениям а на числа (в правом столбце) – произведения этих чисел на единицу, т.е. сами эти числа (в левом столбце). Наиболее существенным здесь является представление числа а как единицы. В самом деле, любое число может быть представлено как единица на своем собственном уровне, и именно этот акт положен в основание е-умножения. Но тогда существует не одна, но множество единиц, и их надо различать. Конечно, в только числовом отношении есть некоторая абсолютная единица, а остальные, неединичные, числа образуют в этом случае относительные единицы. Пусть а – некоторое натуральное число, не равное единице. Обозначим через форму 1а число а как единицу своего собственного уровня. То же может быть отнесено и к единице, тогда 1 можно представить как 11. Если 1а – единица на своем уровне, то сам этот уровень может быть образован как суммы а-единиц: 1а, 2а, 3а, и т.д. Итак, наше основное утверждение состоит в том, что е-число бинарно, оно включает в себя основание и степень. Общий вид такого числа может быть представлен как аb, где а – степень, b – основание. аb – это взятые а раз b-единицы. Такое число мы будем также называть бичислом. Кратко наша позиция теперь может быть выражена в следующем утверждении: е-число есть бичисло. Из этого утверждения можно вывести все особенности древнеегипетской арифметики и логику ее развития. Такая центральная роль этого утверждения требует специального названия, и мы будем именовать утверждение «е-число есть бичисло» бичисловой гипотезой.

е-умножение приобретает теперь следующий вид. Пусть надо е-умножить два натуральных числа а и b, т.е. найти а ·e b. Эти числа даны как 1-числа, т.е. как а1 и b1. Для нахождения результата умножения строится таблица из двух столбцов. Эти столбцы можно теперь проинтерпретировать таким образом, что правый столбец отводится для 1-чисел, а левый столбец – для а-чисел. Вновь рассотрим с этой точки конкретный пример е-умножения 11 ·e 12:
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Если в правом столбце (в первой строке) 11 дано как 111, то в левом столбце 11 дано как единица на своем собственном уровне, т.е. как 111. Теперь образование чисел в левом столбце выглядит как образование 11-чисел, т.е. чисел по основанию 11. Так образуются 2 как 211, 4 – как 411, 8 – как 811. Соответствующие числа в правом столбце выступают в этом случае как «переводы» этих 11-чисел в 1-числа: 211 – это 221, 411 – это 441, 811 – это 881. В общем случае перевод числа аb на 1-уровень – это и есть е-умножение а ·e b, т.е.

                                            аb = (а ·e b)1.

Здесь “=” – некоторое отношение эквивалентности. Именно, ab=cd тогда и т.т., когда (а ·e b)1 ( (c ·e d)1,  где «(» – равенство по степеням двух бичисел с одним основанием.

После образования 11-чисел и их преводов в 1-числа отбираются такие 11-числа, которые в 11-сложении (т.е. в сложении на 11-уровне) дают ту же величину (по степени), что и степень множителя. Здесь мы имеем дело еще с одной эквивалентностью “(”, где ab ( cd тогда и т.т., когда а1 ( с1. В нашем случае имеем  411 +11 811 ( 121, где +11 – это 11-сложение. В общем случае для а-сложения имеем: ba +a ca = (b+c)a, т.е. а-сложение определено только для бичисел с основанием а.

Переход от бичисла а1 к бичислу 1а – это некоторое специальное действие, которое мы выделим в качестве оператора инверсии I. В общем случае имеем: I(ab)=ba. Кроме того, в силу применения при е-умножении операции перехода от аb к переводу этого числа на 1-уровень -  (а ·e b)1, введем оператор b,1-представления  Рb,1, где Рb,1(аb) = (а ·e b)1.

Итак, е-умножение а ·e b может быть теперь представлено в следующем виде:

             а1 ·e b1 = Рa,1(с1а) +1 Рa,1(с2а) +1 … +1 Рa,1(сnа), где (с1 +с2 + … + сn)а ( b1.

Здесь сiа, i=1,2,…,n, – это а-числа из левого столбца таблицы е-умножения, степень суммы которых равна степени суммы множителя b1. Так как Рa,1(сiа)=(сi ·e а)1, то умножение сводится к сумме умножений, и вся эта процедура имеет смысл только в том случае, когда операция Рa,1(сiа) проще операции а1 ·e b1. Именно операцию Рa,1(сiа) мы записывали выше в виде операции операторного е-умножения сi(а), подчеркивая ее относительную элементарность в рамках умножения а1 ·e b1. 

Аналогичным образом можно представить действия при целочисленном е-делении а :е b. В этом случае правый столбец таблицы отводится для 1-чисел, левый – для b-чисел. Вернемся к рассмотренному выше примеру целочисленного е-деления 1120 на 80 с таблицей: 
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В первой строке этой таблицы справа стоит бичисло 801, слева – 180. Далее строится набор 80-чисел в левом столбце: 1080, 280, 480. В правом столбце им сопоставляются 1-переводы этих чисел: 8001, 1601, 3201. Затем в правом столбце отбираются такие 1-числа, степень 1-суммы которых равна степени делимого 11201. Это 8001 и 3201. Для них берутся 80-представления 1080 и 480 соотв. в левом столбце таблицы. Эти представления берутся как 1-числа: 101 и 41, и 1-складываются. Так получается частное 141. Здесь мы встречаемся с оператором, сопоставляющим 1-числу его перевод как 80-число. Это оператор, обратный оператору Р80,1, его можно обозначить как оператор Р1,80 (оператор 1,80-представления). Например, Р80,1(1080)=8001, Р1,80(8001)=1080. Таким образом, Р1,80(Р80,1(1080))=1080. Также мы встречаемся здесь с оператором вида R(1080)=101, который можно назвать релятором. Итак, в общем случае введем операторы: 1,а-представления Р1,а, где Р1,а(Ра,1(ba))=ba;  релятор R, где R(ab)=а1.

Теперь общий случай целочисленного е-деления а :е b может быть представлен в следующем виде:

а :е b = R(с1b) +1 R(с2b) +1 … +1 R(сnb), где Рa,1(с1а) +1 Рa,1(с2а) +1 … +1 Рa,1(сnа) ( a1, сiа = Р1,а(Ра,1(сiа)), i=1,2,…,n.

Прежде чем рассмотреть приемы, связанные с использованием красных вспомогательных чисел, рассмотрим проблему возникновения дробей. Основная дробь 1/n – это n-я часть единицы. Здесь мы встречаемся с процедурой, обратной образованию единицы из множества единиц. При образовании дроби необходимо единицу представить как множество более мелких единиц. Однако, эти два акта тесно связаны между собой. Если а1 представлено как 1а, то 11 выражается на а-уровне как а-дробь (1/а)а, т.е. Р1,а(11)= (1/а)а. Таким образом, возникновение дробей также связано с бичисловой структурой. Можно предполагать, что дроби вначале возникают на а-уровне, где а>1, и лишь затем они переносятся на 1-уровень (что можно представить как результат действия оператора реляции R((1/а)а)= (1/а)1). Но как только дробь преносится на 1-уровень, по отношению к ней может быть применен оператор инверсии, т.е. она может быть также представлена как единица своего уровня.

 Появление дробей в качестве операторов при е-делении – при том условии, что числа в правом столбце оставались целыми, - как раз указывает на случай возникновения а-дробей при еще возможном отсутствии 1-дробей. Таков рассмотренный выше случай деления 19 на 8:
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В левом столбце здесь уже стоят дроби, а в правом их нет. Числа в левом столбце – это 8-числа в данном примере. Таким образом, 
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 в левом столбце – это 
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8 соотв. Это 8-дроби, но их 8,1-представления 1-дробями не являются, т.к. Р8,1(
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8)=41, Р8,1(
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8)=21, Р8,1(
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8)=11. Итак, можно предполагать, что следующий этап развития е-деления был связан с образованием а-дробей, а,1-представления которых еще не были 1-дробями. 

Образование а-дробей рано или поздно должно привести к 1-дробям – как результат уподобления 1-уровня а-уровню (оператор реляции). С появлением 1-дробей возможности е-деления расширяются, так как теперь дроби можно писать и в правом столбце. 

Дальнейшие возможности е-деления расширяются в связи с введением дробных единиц (1/а)1 и их уровней. 

Рассмотрим с точки зрения бичисловой структуры е-числа технику работы с красными вспомогательными числами. В примере е-деления 2 на 31 из папируса Ринда, рассмотренного выше,                                                    
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красные вспомогательные числа использовались для нахождения дополнения 
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до 1. Правый столбец содержит 1-числа, и 
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1. Эту величину нужно дополнить до 11. Вспомним цитату из [3], в которой Б.Л. ван дер Варден объясняет принцип работы с красными вспомогательными числами: “Когда труднообозримую сумму дробей нужно сравнить с другой суммой или дополнить ее до 1, то наименьшую дробь берут в качестве новой единицы и выражают через нее все остальные дроби ” [3,c.35]. Это совершенно согласуется с нашей бичисловой гипотезой, согласно которой любое число а1 можно взять как новую единицу 1а. Итак, числа 
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1 и 11 берут в 1,
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-представлении, т.е. в представлении на уровне с 1/20 как новой единицей (1/20-уровне). Здесь получим: Р1,1/20(
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1)=101/20, Р1,1/20(
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1)=11/20 и Р1,1/20(11)=201/20. После этого находят дополнение 101/20 +1/20 11/20  до  201/20 - это 91/20. Затем возвращаются к 
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,1-представлению найденного дополнения: Р1/20,1(91/20)= 
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1. Если операцию дополнения ас до bс обозначить через функцию с-разности ас –с bс, определенную только для случая а>b и равную такому dc, что bc +c dc ( ac, то разобранный нами случай дополнения 11 –1 (
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1) может быть представлен в следующем виде:

11 –1 (
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1) = Р1/20,1 [Р1,1/20 (11) –1/20 (Р1,1/20 (
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1))].

Такие операции предполагают образования дробных единиц (1/а)1 и их уровней. В то же время у древних египтян практически отсутствуют отдельные обозначения для (1/а),1-представлений неединичных элементов этих уровней. В самом деле, такие обозначения привели бы к необходимости введения как отдельных чисел неосновных дробей (Р(1/а),1(b1/а)=(b/а)1, где (b/а)1 – это неосновная дробь при b>1), что произошло только для двух неосновных дробей – 2/3 и ¾. В связи с этим, определение дробных уровней в древнеегипетской арифметике таково, что неединичные элементы дробных уровней еще не получают своего отдельного представления на 1-уровне, хотя сами дробные уровни уже существуют, с ними проводятся операции и в их рамках неосновные дроби выражаются как индивидуальные элементы (b1/а). 

Аналогичные преобразования между уровнями предполагаются и в исчислении «аха». 

Если рассмотренную выше в качестве примера вычисления «аха» задачу «количество и его четвертая часть дают вместе 15» представить в виде линейного уравнения с одним неизвестным х+1/4х=15, то, как мы видели, решение этого уравнения осуществляется не путем выделения х, как это делаем сейчас мы, а через метод, который Б.Л. ван дер Варден называет «методом ложного положения». Вначале эта задача решается для некоторого конкретного числа, для которого легко вычислить четвертую часть. Это, например, 4. Однако, четыре с самого начала рассматривается здесь не как окончательное «аха» («количество»), но как число, лишь удобно представляющее искомое «аха». Таким образом, можно предположить, что это такое число четыре, за которым на 1-уровне стоит истинное «аха», в общем случае совсем не обязательно равное четырем. Таковым в общем случае может быть только некоторое условное четыре, т.е. четыре на некотором а-уровне. Итак, в «методе ложного допущения» берется в нашем примере не просто 4, но 4а, т.е 4 на некотором а-уровне. Тогда левая половина уравнения может быть представлено как выражение 4а +а [(1/4)а ·а 4а]. Здесь используется уже не только а-сложение, но и а-умножение: bа ·а са ( (b · с)а. С правой стороны уравнения стоит 1-число 151. Итак, в целом получаем: 5а = 151, причем, здесь должно стоять именно “=” как отношение эквивалентности. Далее получаем а,1-представление 5а, т.е. (5 ·e а)1 ( 151, откуда а1 = 151 :е 51 (для чисел с одним основанием эвивалентность «=» совпадает по смыслу с эквивалентностью «(»). После того, как а найдено, можно найти и 4а как искомое «аха», т.е. получить а,1-представление а-числа 4а. В целом получим следующее выражение рассмотренной задачи на «аха»:

                            Ра,1(4а)=41·е (151 :е R(4а +а [(1/4)а ·а 4а])).

Центральную роль здесь играет равенство

                                    5а=151 , откуда делается вывод, что  а1 = 151 :е 51 .         

Заметим, что, в отличие от переменной х в линейном уравнении х+1/4х=15, число а в выражении 4а +а [(1/4)а ·а 4а] совершенно конкретно, хотя, как и переменная, играет промежуточную роль при нахождении “аха”. Такого рода объект можно рассмотреть как своего рода пред-переменную – один из промежуточных этапов развития понятия “переменной”.

Итак, вычисление «аха» также вполне получает свое объяснение в рамках бичисловой гипотезы. В вычислении «аха» умножение уже близко к приобретению групповой структуры. Выражение ab=cd, играющее центральную роль в задачах на “аха”, практически можно считать разрешимым относительно любого из входящих в него элементов. Однако, окончательное операциональное оформление группы положительных рациональных чисел по умножению у древних египтян, по-видимому, не произошло. Это проявилось как в отсутствии идеи бесконечности, что можно было выразить только через позиционную систему счисления, так и в незавершенном (1/а),1-представлении (1/а)-натуральных неединичных чисел (т.е. чисел b1/а, где b – натуральное число, большее единицы), что приводило к ограничению множества 1-дробей практически только основными дробями. Б.Л. ван дер Варден пишет: «Вычисления «аха» составляют высшую ступень египетской арифметики. Дальше уравнений первой степени и простых квадратных уравнений с одним неизвестным египтяне не имели возможности пойти: для этого их техника счета была слишком первобытна и кропотлива» [3,c.39]. 

Недостаточное развитие древнеегипетской арифметики оказывается в то же время особенно ценным для генетической математики, поскольку именно на этой стадии развития арифметики получают свое максимальное оформление промежуточные структуры развития числа, которые позднее были преодолены и сделаны «невидимыми» в рамках более развитых числовых структур. Более того, эти промежуточные структуры оказываются зачастую утерянными с переходом к более высоким уровням развития, и требуется специальная реконструкция для восстановления этих структур. Ниже мы непосредственно переходим к примеру подобной реконструкции по отношению к описанным ранее основным этапам развития древнеегипетского числа.

Основные особенности концепции е-числа могут быть вполне поняты, с нашей точки зрения, только в рамках бичисловой гипотезы. У египтян еще нет рационального положительного числа в нашем понимании. Для них всякое число – это всегда в первую очередь некоторое бичисло ab, и лишь постепенно на этом фоне пробивает себе дорогу идея некоторой числовой инвариантности, способной охватывать в единое целое те бичисловые формы, у которых одно 1-представление. Эту инвариантность мы выражали эквивалентностью “=”. Итак, у каждого бичисла ab можно различать нечто особенное, связанное с представлением этого числа именно на b-уровне, и нечто универсальное – то «истинное» количество (а · b)1, которое вполне выявляется в 1-представлении числа. Связывая момент универсальности с понятием «модус», а момент индивидуальности с понятием «мода», можно выразиться и таким образом, что форма ab представляет из себя моду А(m некоторого модуса А, связанного с величиной (а · b)1, и образующего указанную моду в рамках некоторой модели m. Всё это предполагает структуру некоторого ментального многообразия, и ниже мы формулируем эту структуру.

Пусть Q+ - множество положительных рациональных чисел; р, q, r, q1, q2, и т.д. – элементы Q+. Определим для множества Q+ ментальное многообразие ((Q+) вида

                                      ((Q+)  =   <М1,М2,М3,(>,    где

М1 =  Q+   -  непустое множество объектов, называемых “модусами” ((Q+),

М2 =  Q+  -  непустое множество объектов, называемых “моделями” ((Q+),

М3 =  {p(q | p,q(Q+}-  непустое множество объектов, называемых “модами” ((Q+),

( -  операция проецирования, и моду p(q  будем понимать как бичисло (p/q)q, т.е. как (p/q) q-единиц. Наоборот, если дано бичисло pq, то его можно представить как моду (p·q)(q   в  ((Q+). Итак, все возможные бичисла pq , где p,q(Q+, взаимно однозначно сопоставлены с множеством мод из ((Q+).

Для каждого модуса р из ((Q+) любая модель q из ((Q+) может выступать в качестве модели, на которой модус р может образовывать моду p(q. Рассмотрим случай, когда р=q. Тогда p(q = р(р=(р/р)р=1р. Таким образом, в модели р модус р образует моду р(р как р-единицу. Такая модель для модуса р единственная. Назовем эту модель канонической для модуса р. Итак, ментальное многообразие ((Q+) 1-каноническое, множество моделей М2(р), определенных для каждого модуса р, совпадает с множеством всех моделей, и между модусам и их каноническими моделями установлена биекция. Таким образом, ((Q+) – регулярное ментальное многообразие. Порядок на модусах вполне логично связать с линейным порядком на множестве рациональных чисел. На основе этого порядка введем порядок на моделях. Именно, положим: p(q < r(q   т. и т.т., когда   p < r. Аналогично введем равенство в моделях: p(q=r(q  т. и т.т., когда  p=r. Таким образом введенное равенство в моделях совпадает с эквивалентностью «(». В самом деле, если p=r, то p/q=r/q, т.е. равенство p(q=r(q дает эквивалентность (p/q)q((r/q)q, и наоборот. Является ли ((Q+) ментальным многообразием с каноническим доминированием? Пусть p>q, рассмотрим моды q(q и p(q. Имеем: q(q < p(q, т.е. неверно, что q(q(p(q. Таким образом, ((Q+) – это не ментальное многобразие с каноническим доминированием, в связи с чем здесь нельзя ввести R-статусы. Мы можем только говорить о моде р(р модуса р как о К-статусе модуса р. Ниже мы будем использовать ментальное многообразие ((Q+) для выражения развития е-числа.

Начальным этапом развития любой арифметики, в том числе и древнеегипетской, можно считать, по-видимому, конечный натуральный ряд 1, 2, 3, …, М, где М – максимальное натуральное число (см. напр. [4,с.26]). Введем в связи с этим рядом вспомогательное ментальное многообразие ((N) на множестве N натуральных чисел. Положим:

                                 ((N)  =   <М1,М2,М3,(>,    где

М1 =  N   -  непустое множество объектов, называемых “модусами” ((N),

М2 =  N  -  непустое множество объектов, называемых “моделями” ((N),

М3 =  {p(q | p,q(N}-  непустое множество объектов, называемых “модами” ((N),

( -  операция проецирования, и моду p(q  будем понимать как функцию pq, где  pq =  р, если p<q, и pq =q, если р(q. Назовем вновь модель р для модуса р (но теперь речь идет о натуральных числах и другом ментальном многообразии) канонической. Таким образом, ((N) – регулярное ментальное многообразие. Аналогично ((Q+), введем в ((N) равенство и порядок на моделях. Но, в отличие от ((Q+), в ((N) могут быть введены и R-статусы. В самом деле, если p>q, то р(q=q=q(q. Следовательно, ((N) – ментальное многообразие с каноническим доминированием. Более того, это экранирующее ментальное многообразие. Рассмотрим модель М в ((N), где М – некоторое натуральное число, большее единицы. Моды р(М – это и есть ряд чисел 1, 2, …, М, т.к. все моды р(М, где р>М, совпадают с М(М=М. В этом и проявляется феномен экранизации. Число М (как мода М(М) играет в этом случае роль «конечной бесконечности», экранирующей все числа, большие М. Итак, существование конечного натурального ряда 1,2, …,М на ранних стадиях развития представлений о числе объясняется нами особым феноменом «экранизации», благодаря которому число М получает статус максимального числа. Этот феномен «экранизации» мы выражаем средствами ментального экранирующего ментального многообразия ((N). Таким образом, далее мы предполагаем, что конечный ряд 1, 2, …, М – это бесконечное множество мод 1(М, 2(М, …, М(М, (М+1)(М, …, (или бесконечный ряд 1М, 2М,…, ММ, (М+1)М,…) из которых различимы только первые М элементов. С этой точки зрения в конечном ряде изначально как бы оказывается «свёрнут» ряд бесконечный, что и позволяло в дальнейшем конечному ряду натуральных чисел постоянно прирастать. Итак, в качестве первого этапа развития представлений о положительном рациональном числе мы рассматриваем множество мод р(М в модели М в экранирующем ментальном многообразии ((N).

Ряд 1, 2, …, М одновременно может быть рассмотрен как конечный ряд 1-чисел, т.е. мод 1(1, 2(1, …, М(1 в ментальном многообразии ((Q+). С этой точки зрения это конечный ряд бичисел 11, 21, …, М1. На этом ряде, по-видимому, вполне естественно определить операцию 1-сложения (+1) по правилу: а1 +1 b1 = (a+b)1, если a+b<М, и а1 +1 b1 = М1, если a+b(М. Таким образом, ментальные многообразия ((Q+) и ((N) взаимодействуют при формировании конечного ряда 1, 2, …, М. Это взаимодействие можно выразить таким образом, что вначале образуются моды р(М в ((N), обеспечивающие финитность ряда. Затем элементы р(М (через свое отображение на множество натуральных, и, значит, положительных рациональных чисел) рассматриваются как модусы в ментальном многообразии ((Q+). Эту ситуацию можно выразить в виде бесконечного ряда (1(М)(1, (2(М)(1, …, (М(М)(1, ((М+1)(М)(1, …, где в объекте (р(М)(1 мода р(М – это мода из ментального многообразия ((N), а вся мода (р(М)(1, в которой мода р(М рассматривается в своем числовом выражении (как элемент множества натуральных чисел), - это мода из ((Q+). Таким образом обеспеченный конечный ряд 1, 2, …, М вместе с операцией 1-сложения мы будем рассматривать как первую структуру, S1e, развития е-числа.

Следующий этап развития е-числа связан с возникновением е-умножения. Последнее в свою очередь обязано своим существованием образованию а-уровней, где а – натуральное число, большее единицы. Элементы а-уровней (а-числа) представлены в левых столбцах таблиц для умножения. Первым таким уровнем  мог быть только 2-уровень, что выразилось в частом использовании удвоений в левом столбце таблицы умножения. Но в общем случае е-умножение приводит к образованию множества а-уровней. а-уровень – это вначале ряд бичисел 1а, 2а, …, М(а)а, где М(а) – максимальное натуральное число на а-уровне. С этой точки зрения максимальное число М на 1-уровне может быть обозначено как М(1). Так как для а-чисел постоянно имеются в виду их 1-представления, то те а-числа, которые имеют свои 1-представления вне конечного 1-ряда 11, 21, …, М1, по-видимому, вначале смысла не имеют (т.е. не различаются как самостоятельные объекты). Это требование может быть выражено следующим образом: допустимы только те а-числа ba, для которых Ра,1(ba)(М1. Бичисло ba – это мода (b·a)(а в ментальном многообразии ((Q+). Итак, после образования мод а(1, где а({1,2,…,М(1)}, возникают моды (b·a)(а, где b·a не должно выводить за рамки М(1) и b({1,2,…,М(1)}. Такое изменение представляет из себя в первую очередь возникновение в качестве моделей в ((Q+) не только 1, но и неединичных натуральных чисел а. Однако, вначале среди расширенного множества моделей доминирует модель 1, что выражается в требовании образования только таких мод в модели а, которые получают свое представление в модели 1. Такое первое расширение моделей приводит к возникновению первых классов эквивалентности по отношению «=» - это подмножества множества мод одного модуса. В самом деле, если ab=cd, т.е. две моды (a·b)(b и (c·d)(d из ((Q+) находятся в отношении эквивалентности «=» как два бичисла, то a·b=c·d, т.е. мы имеем дело с двумя модами одного модуса из ((Q+). Модус из ((Q+) – это то инвариантное, что остается во всех его возможных модах. С этой точки зрения на втором этапе развития е-арифметики таких инвариантных образований еще не возникает. Образуется лишь то, что можно было бы назвать под-модусами модусов из ((Q+), - это объекты, выражающие свою целостность на подмножествах мод модусов из ((Q+). 

В общем случае, если имеется какое-то множество мод р(q из ((Q+), то для этого множества можно построить специальное ментальное многообразие по следующему общему правилу. В качестве модусов этого ментального многообразия определяем все числа, встречающиеся слева от стрелки в модах р(q, в качестве моделей – все числа, встречающиеся справа от стрелки в модах р(q. Для каждого полученного таким образом модуса р0 определяем в качестве множества его моделей, М2(р0), множество тех моделей, которые встречаются справа от стрелки в модах р0(q из общего множества мод р(q. Такой алгоритм построения ментальных многообразий на основе любого множества мод из ((Q+) будем называть алгоритмом построения подмногообразий ((Q+), имея в виду, что каждое построенное таким образом ментальное многообразие можно называть ментальным подмногообразием ментального многообразия ((Q+). Ментальное подмногообразие для множества мод 1(1, 2(1, …, М(1)(1 из ((Q+) обозначим через (1(Q+). В (1(Q+) М(1) модусов (это числа 1,2,..,М(1)) и одна модель 1. С образованием а-уровней множество мод из ((Q+) расширяется – к модам а(1, где а({1,2,…,М(1)}, добавляются моды (b·a)(а, где b·a не должно выводить за рамки М(1) и b({1,2,…,М(1)}. Ментальное подмногообразие ((Q+) на этом множестве мод обозначим через (2(Q+). В (2(Q+) более одной модели, и, что самое важное, возникают модусы, имеющие более одной моды. Если имеются моды р(q1, р(q2,…, р(qn одного модуса р из ментального подмногообразия ((Q+), то образование модуса р можно трактовать как достижение такого объема числовой инвариантности, которая выражает себя на преобразованиях в указанном множестве мод. В данном случае речь должна идти о нарастании мультипликативной инвариантности числа (сокращенно: «m-инвариантность»), которая находит максимум своего выражения в ментальном многообразии ((Q+). Чем более множество тех чисел q, через которые число р может быть выражено как р=(р/q)·q, тем более m-инвариантно р. В терминах подмногообразий ((Q+) это означает, что чем более модус р имеет мод р(q, тем более число р, представленное модусом р, m-инвариантно. В самом деле, мода р(q интерпретируется нами как бичисло (р/q)q, что в 1-представлении дает величину (р/q)·q. С этой точки зрения развитие е-числа есть нарастание m-инвариантности, что оказывается эквивалентным расширению множества мод в соответствующих модусах ментальных подмногообразий ((Q+) («соответствующими» мы называем модусы в ментальных подмногообразиях ((Q+), сопоставленные одному рациональному числу).

Например, если М(1)=7, то вначале возникает ряд 1-чисел 11, 21, 31, …, 71. Затем, в связи с нуждами е-умножения, возникают а-уровни. Например, 2-уровень будет иметь элементы 12, 22, 32, т.к. 42 дает уже в 1-представлении число 81, что больше 71. 3-уровень содержит два элемента 13 и 23. Все остальные уровни включают только по одному элементу: 14, 15, 16 и 17. Такое ограничение а-уровней связано с доминированием 1-уровня. Кроме того, это доминирование выражается и в том, что на а-уровнях допускаются только такие бичисла, степени которых совпадают со степенью некоторого 1-числа. Но уже здесь все числа получают хотя и минимальное, но полимодальное представление, - их m-инвариантность нарастает. Например, число 4 как модус в ментальном подмногообразии ((Q+) представлено здесь модами 41, 22 и 14. Это уже выражает 4 как то инвариантное, что остается в преобразованиях (4/1)·1, (4/2)·2 и (4/4)·4. Надо понимать, что это не наше число 4, которое можно представить как модус в ((Q+), это некоторый промежуточный объект, который выражает наше 4 только в пределах своих мод (своего объема m-инвариантности). За этими пределами он своей инвариантности не сохраняет, т.е., например, для такого 4 неверно, что 4=(4/8)·8, хотя неверно и обратное (здесь, по-видимому, мы должны говорить о третьем истинностном значении, кроме значений «истина» и «ложь»).

В рамках каждого а-уровня можно ввести а-сложение, аналогично тому, как это было сделано для 1-уровня, но относительно максимального числа М(а). Для 1-уровня для некоторых случаев выполнимо е-умножение и целочисленное е-деление. Такого рода структуру при доминировании модели 1 над всеми остальными моделями можно обозначить как вторую структуру, S2e, развития е-числа.

Следующий этап развития древнеегипетской математики связан с возникновением дробей. Как было замечено выше, мы считаем, что вначале возникают а-дроби и лишь затем они переносятся на 1-уровень. Возникновение же а-дробей в свою очередь означает, что доминирование модели 1 ослабевает. В самом деле, а-дробь (1/а)а – это результат 1,а-представления бичисла 11. Этот случай 1,а-представления отличен от таковых при условии доминирования модели 1 тем, что на а-уровне образуется элемент, который не имеет своего относительного аналога (бичисла с той же степенью) на 1-уровне (т.к. на 1-уровне вообще нет 1-дробей). Таким образом, внутренняя структура а-уровня (структура степеней бичисел) впервые перестает быть только частью внутренней струкуры 1-уровня. Это несомненно означает, что а-уровни приобретают больше самостоятельности. С другой стороны, такое изменение вполне закономерно, т.к. появление а-дробей с точки зрения ментального многообразия ((Q+) есть только расширение множества мод одного модуса.

Представления о различных типах отношений моделей ментальных подмногообразий (i(Q+) предполагает в свою очередь возможность построения такого ментального многообразия, в котором отношения моделей подмногообразий (i(Q+) могут быть представлены как моды. 

Определим а-представление для b-уровня. Оператор а,b-представления, Рa,b, может быть введен как композиция операторов а,1-представления и 1,b-представления, т.е. Рa,b=P1,b○Pa,1. Уподобление внутренней структуры 1-уровня внутренней структуре а-уровня передавалось нами выше действием оператора реляции: R(ab)=а1. По-видимому, этот случай может быть обобщен введением с-релятивизации, Rc (оператор с-реляции), где Rc(ab)=ас.

Пусть Мi2 – множество моделей (i(Q+). Определим ментальное многообразие ((Мi2). Именно:   

                                      ((Мi2)  =   <М1,М2,М3,(>,    где

М1 =  М11(М12(М13, где М11={z: z(M3(y) и y(Мi2}, М12={zR: z(M11}, M13={zP: z(M11}   -  непустое множество объектов, называемых “модусами” ((Мi2) (здесь М3(y) – множество мод модели y как модели из (i(Q+), элементы zR, zP определены формально, как пары (z,R), (z,P), где «R» и «Р» – некоторые индексы),

М2 =  {M3(y) и y(Мi2}  -  непустое множество объектов, называемых “моделями” ((Мi2),

М3 =  {х(y | х(M1,у(М2}-  непустое множество объектов, называемых “модами” ((Мi2).

Если даны элементы x(M1 или y(М2, то существуют такие модели р и q из (i(Q+), что х(М3(р) и y=М3(q) (если х(М12 или х(М13, то х=(z,I), где I – это R или Р, и мы считаем, что х(М3(р) тогда и т.т., когда z(М3(р)), причем, эти модели определяются однозначно. Под mod(х) и mod(у) будем в этом случае иметь в виду такие модели р и q из (i(Q+) соотв., что х(М3(р) и y=М3(q).

( -  операция проецирования. Для моды х(у будем писать х(Rу, если х(М12;  х(Ру, если х(М13; х(RPу, если х(М11. 

Пусть mod(x)=p, mod(y)=q, Pp,q – оператор p,q-представления, Rq – оператор q-релятивизации (операторы определены здесь на множествах в обычном смысле – оператор на множестве элементов есть множество значений оператора на элементах), и ( - операция объединения множеств. Под х(Rу будем понимать Rq(х). Моду х(Ру определим как Pp,q(х). Моду х(RPу определим как объект Rq(х)(Pp,q(х). Таким образом, через моды ментального многообразия ((Мi2) мы передаем различные способы расширения  множества мод   в ментальном многообразии (i(Q+)(в рамках уже существующих моделей этого многообразия). С этой точки зрения расширение модели а из (i(Q+) представляется как образование мод х(М3(а) в ((Мi2), за счет которых происходит пополнение элементов модели а, т.е. при переходе от (i(Q+) к (i+1(Q+) образуются объединения  М3(а) ( х(М3(а). Эта возможность выражает достаточно полное определение а-уровня, уравнивающее его в правах с 1-уровнем.

Дальнейший ход развития е-числа может быть теперь выражен достаточно единообразно. После доминирования 1-уровня рано или поздно происходит определение а-уровней. В процессе перехода от (i(Q+) к (i+1(Q+) фиксирована структура (i(Q+), и относительно нее идет расширение уровней (в том числе и 1-уровня). При этом, расширению не обязательно подвергаются все уровни, можно выделять один или несколько уровней, для которых происходит образование новых элементов. Именно эти уровни составляют «точки роста», в рамках которых накапливаются новые структуры. Остальные уровни остаются более-менее фиксированными. Уровни, для которых происходит образование и накопление новых элементов, будем называть варьирующими уровнями, остальные уровни – константными. 

Отвлекаясь от частностей перехода от (1(Q+) к (2(Q+), определим теперь переход от (i(Q+) к (i+1(Q+) в общем случае в следующем виде. Пусть множество мод (i+1(Q+), т.е. множество Мi+13, содержит в себе множество мод (i(Q+), т.е. Мi3, как свое собственное подмножество. Новые моды в Мi+13, отсутствующие в Мi3, - это либо элементы мод из ((Мi2) (обозначим это множество через Ui), либо элементы тех а-уровней (моделей), которые (уровни) отсутствовали в (i(Q+) (это множество обозначим через Vi). b-уровень является варьирующим уровнем тогда и т.т., когда найдется мода а(b(Ui. Если же мода а(b(Vi, то b-уровень впервые возникает с переходом к (i+1(Q+). В остальном мы считаем множество  Мi+13 \  Мi3  произвольным. Таким образом, в расширении множества мод участвуют два основных процесса: 1)расширения уже имеющихся уровней за счет операторов представления и реляции (элементы уровней, полученные таким образом, - это элементы Ui), 2)возникновения новых уровней (элементы вновь возникших уровней – это элементы Vi. Они обязаны своим возникновением в первую очередь действию оператора инверсии).

Все это сопровождается постоянным расширением ментальных подмногообразий (i(Q+) (это относится и к множеству моделей Мi2). В частности, возникают такие максимальные а-числа, М(а)а, что Ра,1(М(а)а)>М(1)1. Ранние стадии реального развития до некоторой степени согласуются с первоначальным независимым определением 1-уровня. Такой отрезок развития проявляется в существовании а-чисел (ba), которые не имеют 1-представления или 1-релятивизации (в последнем случае не существует R1(ba)=b1. Это, например, а-дроби на том этапе, когда все 1-числа целые). Затем, наконец, 1-уровень определяется зависимо от других а-уровней, т.е. определяются моды mod-1(а)(mod-1(1) в ((Мi2). Это приводит к расширению 1-уровня, (к введению 1-дробей и, возможно, увеличению максимального числа М(1), т.е. к переходу к другой модели в рамках ментального многообраззия ((N)), затем под действием оператора инверсии по отношению к вновь возникшим 1-числам возникают новые уровни, и неединичные уровни определяются зависимо от нового 1-уровня, - и так это реципрокное расширение (такого рода процесс может быть назван «сопряжением» - см. [5]) идет до тех пор, пока не будет достигнуто ментальное многообразие ((Q+), которое уже не может быть расширено подобным образом. Структура, воспроизводимая во время всех этих расширений до возникновения ((Q+), может быть обобщенно представлена как третья структура, S3e, развития е-числа. Ее появление можно связывать с возникновением дробей – по крайней мере а-дробей, но особенно 1-дробей, что указывает на хотя бы одно прохождение 1-уровня через состояние зависимого определения от других уровней.

С этой точки зрения высший этап развития е-числа может быть отнесен к тому состоянию третьей структуры, когда уже достаточно развиты неединичные уровни, в том числе и дробные, но для неединичных элементов дробных уровней еще не осуществлено 1-представление.

Если условно предположить, что вначале существовал 1-ряд 11,21,…,71, то рядом с ним образовались а-уровни 12, 22, 32; 13, 23; 14;15;16;17. Именно такой состав неединичных уровней обусловлен доминированием 1-уровня. Затем действиями операторов проецирования и реляции происходит расширение неединичных уровней. В какой именно последовательности происходит это расширение, насколько оно осуществляется, - все это мы пока считаем жестко непредопределенным. Расширение может происходить по-разному, но в любом случае будут работать операторы реляции, проецирования и инверсии. В нашем примере мы легко можем построить ментальное подмногообразие (2(Q+) над множеством приведенных выше бичисел согласно описанному ранее алгоритму. Так как бичисло ab – это мода (а·b)(b, то в нашем случае в (2(Q+) входят моды 1(1, 2(1, 3(1, …, 7(1, 2(2, 4(2, 6(2, 3(3, 6(3, 4(4, 5(5, 6(6, и 7(7; модусы (они стоят слева от стрелки в модах)1,2,3,…,7 и модели (они стоят справа от стрелки в модах)1,2,3,…,7. Это ментальное подмногообразие нерегулярно: для каждого модуса в качестве его моделей определены не все возможные модели, но только часть из них. Далее, как мы видим из истории, начинается расширение неединичных уровней при сохранении неизменной структуры 1-уровня. Это проявляется, в частности, в образовании а-дробей, 1-представления которых 1-дробями еще не являются. Например, возникают 2-дробь 1(2, 3-дробь 1(3, 4-дробь 1(4,…, 7-дробь 1(7 (напоминаем, что 1(а = (1/а)а). Образование а-дроби 1(а – это результат действия оператора 1,а-представления, т.к. (1/а)а = Р1,а(11). Далее продолжать процесс расширения (2(Q+) можно по-разному. По-видимому, та или иная конкретная последовательность расширений во многом зависит от конкретных исторических обстоятельств. Но, повторяем, как бы ни складывались эти обстоятельства, они не смогут привести ни к чему иному (пока идет идет именно расширение (i(Q+)), кроме как к действиям, выражаемым операторами реляции, представления и инверсии. Например, после образования а-дробей 1(а, они могут быть перенесены оператором 1-реляции на 1-уровень в качестве 1-дробей: R1((1/а)а)=(1/а)1. Затем под действием оператора инверсии могут образоваться дробные единицы: I((1/а)1)=11/а и их собственные уровни. Либо расширение ментального подмногообразия (2(Q+) может пойти по пути целочисленного заполнения а-уровней: действием оператора а-реляции на 1-уровень а-уровень начнет уподобляться 1-уровню. Например, 7-уровень от одного элемента 17 расширится до множества элементов 17, 27, …, 77. Затем происходит 7,1-проецирование элементов этого уровня, что расширяет 1-уровень до 491 как максимального1-числа: Р7,1(77) = 491. Либо и образование 1-дробей и целочисленное расширение неединичных уровней могут идти параллельно. Ментальное подмногообразие (2(Q+) мы считаем существующим до тех пор, пока областью определения операторов реляции, представления и инверсии остаются только моды (2(Q+). Как только появляются новые моды, на которых начинают действовать указанные операторы, мы считаем это случаем определения следующего по отношению к исходному ментальному подмногообразию. Например, рассмотренный выше пример образование а-дробей, (1/а)а, - это результат действия оператора 1,а-проецирования на элемент 11 1-уровня, который является модой (2(Q+). Тогда образование а-дробей может быть отнесено к процессу перехода от (2(Q+) к (3(Q+) (это не значит, что этот процесс реально происходит в переходе от (2(Q+) к (3(Q+), но он возможен в этом переходе). Что же касается, например, образования 1-дробей, (1/а)1, то они обязаны своим возникновением действию оператора 1-реляции на а-дроби, но а-дроби не относятся к модам (2(Q+). Таким образом, образование 1-дробей – это по крайней мере часть процесса перехода от (3(Q+) к (4(Q+) (опять-таки этот процесс только возможен в переходе от (3(Q+) к (4(Q+), но он точно невозможен в переходе от (2(Q+) к (3(Q+)). Дело в том, что не все процессы, способные произойти в переходе от (i(Q+) к (i+1(Q+), могут быть осуществлены только в этом переходе, на любом этапе расширения ментальных подмногообразий могут продолжать идти процессы, которые способны были совершиться и на более ранних этапах расширения, но по тем или иным причинам были приостановлены. По крайней мере, в процессе перехода от (i(Q+) к (i+1(Q+) происходит процесс возникновения одной новой моды, отсутствующей в (i(Q+). Как уже говорилось выше, те уровни (модели), которые были в (i(Q+) и пополняются новыми элементами, называются варьирующими уровнями. Те уровни, которые не меняются, но предоставляют материал для варьирования, - это константные уровни. Например, при образовании а-дробей 1-уровень константен, а остальные уровни, или часть из них, варьирует. Все уровни не могут варьировать, т.к. варьирование всегда идет относительно константных уровней. С другой стороны, мы предполагаем, что и все уровни не могут быть константными, и рано или поздно, если варьирование возможно, оно осуществляется (это утверждение можно было бы назвать «постулатом самодвижения»). С точки зрения выделения варьирующих и константных уровней развитие представляет из себя циклический процесс, в котором происходит постоянный обмен между этими двумя видами уровней. Особое положение занимает возникновение новых уровней, что определяется в первую очередь созданием единицы нового уровня под действием оператора инверсии: I(а1)=1а. 

Почему у древних египтян с таким трудом происходил процесс образования неосновных дробей? В то время как 1-уровень был уже достаточно обширен, были достаточно развиты неединичные уровни для того чтобы предполагать осуществление достаточно большого числа циклов развития, - и, несмотря на все это, практически не происходит образования неосновных 1-дробей, за исключением 2/3 и ¾. Можно предполагать, что неосновные дроби как бы не были достаточно самостоятельными числами для древних египтян. Это значит, что множество е-чисел было организовано в такую структуру, в которой неосновные дроби не находили своего выражения как 1-дроби. Наоборот, только числа вида 1/M*, 1/(M*-1), 1/(M*-2), …, 1/3, ½, 1, 2,3,…, M считались «настоящими» числами. И это относилось к любому уровню. Таким образом, можно предполагать, что постепенно в развитиии е-числа получала свое все большее оформление структура бичисел следующего вида:
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Горизонтально здесь идут уровни, т.е. множества чисел с одним основанием. Вертикально проходят ряды чисел с одной степенью. Такого рода структуру мы будем называть египетской решеткой (сокращенно: «е-решетка»). Именно е-решетка позволяет ввести любое рациональное число, избегая введения неосновных дробей как 1-дробей. В самом деле, любое рациональное число а/b может быть представлено как целое число (а·b)1/b в е-решетке, не требуя обязательного введения 1-дроби (a/b)1. Именно это мы и наблюдаем в древнеегипетской арифметике. Неосновные дроби присутствуют здесь, но не как 1-дроби, а лишь как целые числа на дробных уровнях. Именно структура е-решетки делала в какой-то мере избыточной процедуру введения общей формы представления положительного рационального числа. В то же время потребности вычисления постоянно приводили к необходимости представления любых бичисел в 1-ряде, что предполагало выход за рамки равноправия всех уровней в е-решетке и постепенно возвращало положение дел к доминированию 1-уровня. Но теперь это доминирование начинало приобретаться на основе многократного зависимого определения 1-уровня от других уровней. Все элементы е-решетки могут быть представлены на любом уровне и в первую очередь на 1-уровне. При таком представлении двумерная е-решетка “захлопывается” в одномерный числовой ряд. Это “захлопывание” не может быть окончательным до тех пор, пока 1-уровень не будет содержать всех положительных рациональных чисел, и до тех пор 1-уровень нуждается в других уровнях для порождения новых рациональных чисел. Таким образом, можно ввести такое уточнение в представленную выше модель развития е-числа. В этом развитии действуют две основные силы: 1)сила дифференцирующая (vis differentialis), порождающая все большее разнообразие бичисел и уравнивающая их все в рамках структуры е-решетки, 2)сила интегрирующая (vis integralis), приводящая к унифицированному представлению всех бичисел в рамках 1-уровня. После первоначального доминирования конечного 1-уровня возникает преобладание дифференциации, «проявляющей» структуру е-решетки и налагающей ограничения на самостоятельное выражение элементов, выходящих за рамки е-решетки. Завершение развития положительного рационального числа знаменуется вновь полным преобладанием теперь уже бесконечного 1-уровня. Эта окончательная победа 1-уровня делает излишней бичисловую структуру рационального числа, т.к. все элементы всех уровней теперь уже могут быть выражены на 1-уровне (такого рода завершение идеи положительного рационального числа мы видим только в древневавилонской арифметике, использующей позиционную систему счисления и возможность унифицированного представления любой дроби – см [3,с.50-59]). С переходом от тех или иных фрагментов «проявления» е-решетки к множеству рациональных чисел структура бичисла и е-решетки становится излишней – это яркий пример «финализма» развития, когда с достижением финальной структуры во многом теряют свое значение промежуточные структуры.

Можно предполагать, что окончательный переход к множеству положительных рациональных чисел совершается опять-таки благодаря (хотя в некоторой степени и вопреки) бичисловой структуре. В структуре е-решетки заложен не только момент рядополагания всех бичисел и всех уровней, но и момент циклической организации числового ряда, позволяющей перейти к идее числовой бесконечности. Позиционная система счисления предполагает некоторое основание системы М, например, 10 в десятичной системе, 60 в шестидесятиричной системе, и т.д. Можно предполагать, что это основание когда-то было максимальным числом в конечном натуральном ряде 1,2,3,…,М. Возникновение бичисловой структуры при этих условиях приводит к представлению о М как о новой единице 1М. М-уровень воспроизводит в своей внутренней организации 1-уровень: 1М, 2М,…,ММ, образуя при 1-представлении в качестве максимального числа величину М2: РМ,1(ММ)=(М2)1. Именно накопление такого рода циклов должно было привести, по нашему мнению, к постепенному осознанию бесконечности числовой структуры. Нечто подобное происходило и для нижней границы числа. М-представление 11 дает минимальную М-дробь (1/М)М, которая оператором реляции может быть перенесена на 1-уровень. Повторение той же процедуры по отношению к М2-уровню приводит к образованию 1-дроби 1/М2. И вновь здесь заложены истоки числовой бесконечности как выражение уровневой организации бичисла. Конечно, переход от конечного множества циклов к идее бесконечной числовой спирали предполагает нетождественное преобразование (в связи с чем наличие позиционной системы счисления еще не означает бесконечности числового ряда), но при описанных условиях, с нашей точки зрения, эта нетождественность минимальна и вполне «предрасполагает», если так можно выразиться, к трансцендированию за рамки конечного. Итак, наша гипотеза состоит в утверждении тесной связи позиционного представления и бесконечности рационального положительного числа. Связующим звеном в этом взаимодействии оказывается бичисло. Непозиционное выражение числовой бесконечности является с этой точки зрения более поздним приобретением. Вообще, позиционная система счисления – это своего рода «атавизм» бичисловой структуры в современной концепции числа. Отношение к ней как к чисто знаковому образованию, служащему лишь целям удобства представления чисел, - яркий пример финализации развития в современной математике.

Итак, именно бичисловая гипотеза позволяет понять все существенные особенности развития положительного рационального числа, что было продемонстрировано нами на материале древнеегипетской арифметики. Именно Древний Египет, возможно, из-за своей консервативности и приверженности традициям оказался тем источником исторических фактов, который позволил зафиксировать и донести до нас в наибольшей полноте фрагменты ранних стадий развития положительного рационального числа. Учитывая фундаментальность арифметики в составе математического знания, новые данные, вытекающие из бичисловой организации числа, должны привести, с нашей точки зрения, к переосмыслению идеи числа вообще и тех оснований, которые обеспечивают его ноуменальное бытие. В частности, нам кажется, что структура ментального многообразия окажется в этом случае одним из первичных понятий, составляющих фундамент всякой определенности. С этой точки зрения роль подобной структуры может быть сравнима разве что с ролью теоретико-множественных концептуализаций. Это одинаково фундаментальные, с нашей точки зрения, структуры, лежащие на пересечении миров математики и философии.
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